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RELACIONES Y FUNCIONES
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RELACIONES

Regla de correspondencia entre los elementos de dos conjuntos.
Ejemplo

Relacion

Esta relacion se representa con el siguiente conjunto de pares ordenados

R = {(x;, y)), (x1, ¥5), (x5, ¥1), (X5, ¥5), (X3, ¥3), (X4, ¥))---}
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Funcién

El concepto de funcién es uno de los mas importantes en el mundo de las matematicas. Las funciones no sélo repre-
sentan féormulas, o lugares geométricos, también se utilizan como modelos matematicos que resuelven problemas de
la vida real.
A continuacién se dan algunas definiciones de funcién:
© Es una regla de correspondencia que asocia a los elementos de dos conjuntos. La cual a cada elemento del
primer conjunto (dominio) le asocia un solo elemento del segundo conjunto (contradominio).
© Sean A y B dos conjuntos y funa regla que a cada x € A asigna un tunico elemento f(x) del conjunto B, se
dice que f es una funcién que va del conjunto A al B, y se representa de la siguiente forma: f: A — B, donde
al conjunto A se le llama dominio y al B contradominio, que también se representa por medio de un diagrama
de flechas:



© Una funcién es una coleccion de pares ordenados con la siguiente propiedad: Si (a, b) y (a, ¢) pertenecen a
una coleccidn, entonces se cumple que b = c; es decir, en una funcién no puede haber dos pares con el mismo

primer elemento.



EJERCICIO 1

Determina si los siguientes diagramas representan una funcién o una relacion:

1. A B 2. A B
2 4
-
3 » 9
; < _—
5 » 25
3 A B 4. A B

Solucion
El primer y el tercer diagramas corresponden a una funcidn ya que a cada elemento del conjunto A se le asigna un

solo elemento del conjunto B.
En el segundo diagrama al menos a un elemento del conjunto A se le asignan dos elementos del conjunto B, mien-

tras que en el cuarto diagrama el elemento 8 se asocia con tres elementos del conjunto B, por tanto, se concluye que

estos conjuntos representan una relacion.



EJERCICIO 2

Determina si los siguientes conjuntos de pares ordenados corresponden a una funcién o a una relacion:
A=1{(—2,4),3,9),4,16),(5,25)}
B=1{3,2),3,6),5,7),5,8)}
C={2,4,6,49,5,4, 6,4}
M= {(2,4),(,2),(7,3),4,12),(2,6)}

Solucion

Los conjuntos A y C son funciones ya que el primer elemento de cada par ordenado no se repite. En el conjunto B
el 3 y el 5 aparecen dos veces como primer elemento del par ordenado mientras que en el conjunto M al 2 se le estén
asignando el 4 y el 6 como segundo elemento, por tanto, B y M son relaciones.

Las funciones y relaciones pueden tener una representacion grafica en el plano cartesiano. Para distinguir si se
trata de una funcion o una relacion basta con trazar una recta paralela al eje “Y” sobre la gréfica; si ésta interseca en
dos 0 més puntos es una relacidn, si s6lo interseca un punto serd una funcién.



EJERCICIO 3

Determina si los siguientes conjuntos de pares ordenados corresponden a una funcién o a una relacion:
A=1{(—2,4),3,9),4,16),(5,25)}
B=1{3,2),3,6),5,7),5,8)}
C={2,4,6,49,5,4, 6,4}
M= {(2,4),(,2),(7,3),4,12),(2,6)}

Solucion

Los conjuntos A y C son funciones ya que el primer elemento de cada par ordenado no se repite. En el conjunto B
el 3 y el 5 aparecen dos veces como primer elemento del par ordenado mientras que en el conjunto M al 2 se le estén
asignando el 4 y el 6 como segundo elemento, por tanto, B y M son relaciones.

Las funciones y relaciones pueden tener una representacion grafica en el plano cartesiano. Para distinguir si se
trata de una funcion o una relacion basta con trazar una recta paralela al eje “Y” sobre la gréfica; si ésta interseca en
dos 0 més puntos es una relacidn, si s6lo interseca un punto serd una funcién.



Notacion y clasificacion

3 ®°° Determina i las siguientes graficas representan una relacion o una funcién.

Solucion

Se traza una recta vertical en ambas graficas y se observa que en la primera interseca en dos puntos a la gréfica, por
tanto, representa una relacion y en la segunda, la recta vertical interseca en un punto a la gréfica, por consiguiente

1.

Yn

representa una funcion.

1.

YA

h

\

\

Recta vertical

2.
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Recta vertical
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Ejemplos

Algebraicas

f) = x> — 4x fx) = (x—4 y = |x|
y=3x2—-5x—6 g = Yx+1 g =lx—2|-1
Trascendentes

f(x) = cos x f(x) = e s(t) = In(2t — 4)
f(x) = sen(x — %) y= e +2 g(x) = log(x + 1)

Las funciones algebraicas y trascendentes pueden ser:

© Explicitas
Es cuando la funcién estd en términos de una variable, por ejemplo:

y = x? fx) = x;: y = sen 3x s(t) = e y = log x
X
y=x3-1 g(x) = ‘/ﬁ f(x) = cos %x g(x) = 2¢+3 f(x) = In(3x)

© Implicitas
Es cuando ambas variables forman parte de la ecuacion, por ejemplo:

x2—8y+16=0 x3+y2-3x=0 senx + cosy = 1 e’ =x+3

Las funciones que se estudiaran en este libro siempre tomardn valores de nimeros reales tanto para la variable
independiente como para la dependiente.
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Valor de una funcion

* El valor real f(x) de una funcion es aquel que toma y cuando se asigna
a x un determinado valor real.
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Ejemplo 1

Obtén f(— 3) para f(x) = 3x> — 5x — 2

Solucion
Para obtener f(—3) se sustituye x = —3 en la funcién y se realizan las operaciones indicadas,
f(=3)=3(-3*—-5(-3)—2=27+15-2=40
Por tanto f(—3) = 40, es decir y = 40 cuando x = —3 o lo que es lo mismo, la curva pasa por el punto (—3, 40)

en el plano cartesiano.
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Ejemplo 2

= encvena
5_x,encuen af 1

Sif(x) =

Solucion

: 3 > . .
Se sustituye x = 1 en la funcidn y se realizan las operaciones:

5 o= (2]
=  portanto,cuandox = —, f| — | = —
3 17°P 4

4

3) 9
f(§)=3(4) 1= 4 '
4 R

I EY,
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Ejemplo 3

Sis(t) = Jt — 5, determina s (4), s(a + 5)

Solucion

s(4) = \/ 4—5=+-1 , la funci6n no esta definida para t = 4, +V—1 no tiene solucidn real

s@+5)= Ja+5-5=+a
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Ejemplo 4

S e (x " %) ; determinaf(%)

Solucion

Se sustituye x = % , en f(x) y se utiliza la identidad sen (o + 3) = sen « cos B + sen B cos «

™ T - _ _ i
f() =Sen(+) = sen— Cos— +sen— Cos —
1 3 4 2 g

2 2 2 I\ 2 1 ; .

_ [ﬁ)(ﬂ]%@)(l} Y



Ejemplo 5

Determina fat blz —J(@) si f(x) = Jx
Solucion
Se obtiene que fla+b)= Ja+b y fla) = Ja

Se sustituyen los valores obtenidos:

fla+b)—f@) Ja+tb—+a
b a b

Un resultado equivalente se obtiene al racionalizar el numerador:

\M+b—JZAM+b+JE__ﬁm+bf—05f__ b - 1
b Ja+tb+Va b-(\/a+b+\/;) B b(\/a+b+\/2) ~ Ja+b++a

fa+b)—f@) Ja+tb—a 1
b B b ~ Ja+b++a

Finalmente, el resultado de
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Ejemplo 6

X

Siy = , encuentra el valor de y cuando x = —2
x+2
Solucion
Al evaluar la funcién en x = —2, se obtiene:
-2 2
YT 242 7 0
La funcién no estd definida para x = —2, ya que la division entre cero no estd determinada.
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Ejemplo 7

1
Si f(x) = x* — 1, demuestra quef(;) =

Demostracion

1
Se sustituye L la funcién:

Pero x? — 1 = f(x)

1
Por tanto, f (;) = >

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Dominio, contradominio y rango de una
funcioén

Dada una funcién f: A — B, se dice que el conjunto A es el dominio (Df) y B el contradominio (C f) o0 codominio
de f. En términos del plano cartesiano, el dominio corresponde al conjunto formado por los valores posibles para X
mientras que el contradominio corresponde a los valores posibles para Y.

Rango (Rf)
Valores del contradominio para los cuales y = f(x), siendo f(x) la imagen de x.
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Ejemplos 1y 2

¢ Cuél es el dominio de la funcién f(x) = 3x% — 5x — 67

Solucion

La funcién es polinomial, x puede tomar cualquier valor, por tanto, el dominio son todos los nimeros reales, es decir
x € R o dicho de otra forma x € (—oo, ).

x—3
x+5

Determina el dominio de la funcién f(x) =

Solucion

La funcién es racional y el denominador debe ser distinto de cero, ya que la division entre cero no estd definida, por
tanto, se busca el valor para el cual x + 5 = 0 obteniendo x = —35, entonces el dominio es: Df ={x eR | x# —5}o0
bienx € (—%, —5) U (—5, x).
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Ejiemplos3y4

¢ Cuél es el dominio de la funcién f(x) = 3x% — 5x — 67

Solucion

La funcién es polinomial, x puede tomar cualquier valor, por tanto, el dominio son todos los nimeros reales, es decir
x € R o dicho de otra forma x € (—oo, ).

x—3
x+5

Determina el dominio de la funcién f(x) =

Solucion

La funcién es racional y el denominador debe ser distinto de cero, ya que la division entre cero no estd definida, por
tanto, se busca el valor para el cual x + 5 = 0 obteniendo x = —35, entonces el dominio es: Df ={x eR | x# —5}o0
bienx € (—%, —5) U (—5, x).
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Ejiemplos5y 6

Encuentra el dominio de la funcién f(x) = /x> —16

Solucion

Se plantea la desigualdad x> — 16 = 0, al resolverla se obtiene que el dominio es el conjunto D ) = {xeR|x=—-40x=4}
o bien x € (—%, —4] U [4, ®)

Determina el dominio de la funcién f(x) = log(2x — 3)

Solucion

Para determinar el dominio de esta funcion se debe tomar en cuenta que log, N = a, para N > 0, por tanto, se plantea
la desigualdad y se resuelve:

3
2x—3>0 —»> 2x>3 — x>5

3 3
Entonces, el dominio es el conjunto Df = {x eR|x> 5} , obien, x € (5, oo)
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Ejemplos 7y 8

E tra el de la funcié _ St
ncuentra el rango de la funcién f(x) = 1+ 3x
Soluciéon
Se despeja x:
y=6x+1 - y1+3x)=6x+1 —> y+3xy=6x+1
1+3x
3xy-6x=1—-y —> 3x(y—2)=1-y —> x= —
3(y-2)

El denominador se hace cero cuando y = 2, por tanto el rango es el conjunto:

R, ={y € R|y#2} obien, y € (=,2) U (2,®)

Determina el rango de la funcién y = /9 — x°

Solucion

y = 0, porque la raiz es positiva o cero, se despeja x:

y=49-x> — y2=9-x2 -5 x2=9-y2 5 x=,9-y)

Se plantea la desigualdad 9 — y2 = 0, al resolverla se obtiene que y € [—3, 3], pero y = 0, por tanto, el rango es el

conjunto R, = {y € R|0 =y =3}, 0bien,y € [0, 3]
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Funcion constante

Funcién constante
f(x) = kcon k € R representa una recta paralela al eje “X” sobre k.

Dominio: DJc = R obien x € (—oo, ) Rango: Rf = {k}

Y4

k fx)=k
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Ejemplo
Obtén la gréfica de f(x) = 4

Solucion

Se traza una recta paralela al eje X sobre y = 4

Df=R Rf= {4}
YA
fix)=4
»
X
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Funcion lineal

Esta funcion tiene la forma f(x) = mx + b y representa una recta en el plano cartesiano, en donde m es la pendiente
y b la ordenada al origen.

Dominio: D, = R o bien x € (=, ®), Rango: R, = R obien y € (—%, )

Y Y 4

/1 PN

Para graficar una funcién lineal se lleva a cabo lo siguiente:

v

I. Se localiza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, b).
II. A partir de este punto, se localiza otro, tomando la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre
el incremento horizontal.
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Ejemplo 1

2
Grafica la funcién y = 3 x+4

Solucion

La pendiente y la ordenada al origen de la funcién:

2,
y—3x

2 2 incremento vertical b2 1 0 (0, 4)
m=—- = - - , = 4, representa el punto (0,
3 3 incremento horizontal p p

QGrafica de la funcion




Ejemplo 2

Traza la grafica de la funcién y = — 5 +2

Solucion

La pendiente y la ordenada al origen de la funcion:

4,
y= 5 X
_ i B —_4 —4 decremento vertical p=2 1 0.2
mTTs5 " 5 = 5 incremento horizontal ’ = 2, representa el punto (0, 2)

Grafica de la funcion
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Funcion identidad

Es la funcién lineal f(x) = mx + b,conm = 1y b = 0, es decir: f(x) = x
Dominio: D, = R o bien x € (=%, ) Rango: R, = R obien y € (—%®, ®)

YA

197
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Funcion cuadratica

Funcién cuadrética
Es de la forma f(x) = ax? + bx + ¢y representa una pardbola concava hacia arriba o hacia abajo
Sia>0 Sia<0

YA

k
X
V(h, k): son las coordenadas del vértice.
Dominio: Df = R obien x € (—=®, =) Dominio: Df = R obien x € (—%, =)
Rango: y € M, 0 Rango: y € | —oo, dac—b
4a da

Para obtener las coordenadas (4, k) del vértice se aplican las siguientes férmulas:

B2 FACULTAD DE
b= — b k= dac—b” CONTADURIA Y F‘ «
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Ejemplo 1

Obtén el dominio, rango y la grifica de la funcién f(x) = x* — 4x + 5.

Solucion

Se identifican los valores de los coeficientes de cada término:a = 1,b = —4yc =5

a = 0, la parabola es concava hacia arriba

Se calculan los valores de h y k:

b —(—4) o 4ac—b*  4()S)—(—4)
2a 2(1) R 4(1)
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El vértice es el punto V(2, 1) y el dominio y rango son:

D

f

=R Obienxe(—oo,oc) y € [y,oo) =[],OC)
a

Para graficar, se tabula y se asignan valores de x menores y mayores que 2

f(x)=x2—4x+5
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Ejemplo 2

Obtén la grifica de las funciones f(x) = x? y g(x) = x*

Solucion

Se tabula con valores arbitrarios de x:

f)=x2 4 1 0 1 4 ) =¥

Al graficar se obtiene:

! -1
glx) = x 1% 1 0 1 1

t >
1 X FACULTAD DE FC«
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Ejemplo 3

Obtén la grifica de las funciones f(x) = x*y g(x) = x°

Solucion
Se tabula para valores arbitrarios de x:
Y‘L
flx)=x'
fx) = x3 -8 -1 0 1 8 >
X
Y 4
m "
243 243 ' >
— 45 _£33 _ £33 ' >
glx) = x 32 1 0 1 32 X
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Funcion racional

Se expresa como el cociente de dos funciones polinomiales.

F(x) = £ Qx)#0
X) = o)’ con Q(x

Definicién de asintota

Si la distancia d entre una recta o curva L y el punto mévil Q(x, y) de la funcion tiende a cero, entonces la recta o curva
recibe el nombre de asintota.

Existen tres tipos de asintotas: verticales, horizontales y oblicuas.

Cuando la grafica de la funcion f(x) se acerca a la curva o recta L(x) y la distancia d entre un punto de f(x) y la
curva o recta L(x) tiende a cero (es decir la grafica no toca a L(x)), entonces L(x) recibe el nombre de asintota.
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Ejemplos 1,2y 3

Asintota vertical

Y 4 Asintota vertical ! Asintota oblicua
. v y=mx+b
: 1 ,
L] 1
| ] | ]
1 | ]
[] L] _\‘ = ,f(-r)
' Asintota :
. horizontal .
)‘ = [) -] :. :
' 1 ]
1
: .
1 1
0 E ! X
1
' | ]

Q
-t
Q

Asintota vertical

.

~ l.
Asintota 'd /0(x, v)
oblicua 1 ]

0 . FACULTAD DE
' X CONTADURIA Y
' ADMINISTRACION
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© Asintotas verticales

P(x
Una funcion de la forma F(x) = % , tiene asintotas verticales si existen valores x|, x,, x, ... , x, tal que se
x — -
cumple lo siguiente:
Ox)=0(x)=..=0(kx)=0

© Asintotas horizontales

R(y
Se despeja la variable independiente x, si se obtiene una funcion de la forma G(y) = )

o

< . - tal los
S(y) tal que para los

valores de y,, y,, y;, ..., y, se cumpla que:

S(yl) = S(yz) = = S(V ) =)

“n
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Ejemplo 1

Obtén la grifica de la funcién f(x) =

Solucion

El dominio de la funcién estd dado por el conjunto Df = {x € R | x#0}, teniendo una asintota en x = 0, es decir el
eje vertical del plano.

Al despejar x se obtiene x = —

De la cual se deduce que el rango estd dado por Rf = {v € R |y #0} y su asintota horizontal es y = 0, es decir
el eje horizontal del plano.

Si tabulas para valores de x diferentes de cero obtienes:

Se grafican las asintotas y se localizan los puntos en el plano, se unen y se observa como la curva se acerca a las
asintotas sin tocarlas, haciendo la distancia entre la curva y las rectas cada vez mas pequena.

w
w| =
N =

2

3

1
2

1
3

Y 4

3
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Ejemplo 2

2x—3
x+2

Determina el dominio, el rango y la grifica de la funcién y =
Solucion
El denominador debe ser diferente de cero,
x +2#0, entonces x # —2
Por tanto, el dominio esta dado por:
Df ={xeR|x#—-2} 0 x e (—=, —2) U (—2, *) y la asintota vertical es x = —2
Al despejar x se obtiene el rango y la asintota horizontal:

2x—3 t 2y+3
, entonces x =
x+2 2—y

y= donde 2 —y#0 — y#2

Por tanto, el R, = {y € R | y # 2} y la asintota horizontal es y = 2
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Grafica: Se trazan las asintotas y mediante una tabulacion se obtienen los pares ordenados, los cuales forman la si-
guiente curva:
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Funcion raiz cruzada

La funcion esta dada por: f(x) = Jg(x),cong(x) =0
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o lo 1
Obtén la grifica de la funcién f(x) = Jx+2

Solucién
Para determinar el dominio se resuelve la desigualdad: x + 2 = 0 donde x = —2, entonces el dominio es el conjunto:
{xeR|x=-2}oxe[-2,%)

El rango se obtiene despejando x

y=Jx+2 - yI=x+2 - x=y?-2

La funcion es una raiz positiva, o cero, es decir y € [0, %) y el despeje da como resultado una expresion polinomial
donde y € R, por tanto el rango esta definido para y € [0, =)
Al tabular dando algunos valores en el intervalo x € [—2, =) se obtiene:

X =7, =i 0 1 2 3 - O

f 0 1 N2 3 2 5 Je 7

La grafica que se obtiene es:

y=f

v
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Ejemplo 2

Determina la grifica de la funcién: f(x) = sz -—x—2

Solucion

Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad x> — x — 2 = 0, obteniendo que

x e (==, —1]U [2, =*)
1+ /4y’ +9

Al despejar x se obtiene, x = donde y € (—2¢, =), f(x) es una raiz positiva, o cero, por tanto el rango

es:y € (—oe, ) N [0, =) = [0, =)

2

YA

flx) = 1/_1-‘*’ —x=2
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Ejemplo 3

x—1
Grafica la funcién y =
. x+1
Solucioén
x—
Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad Tl = 0, obteniendo que:

xe(—w, —1)U]|l, =)
Al despejar x para obtener el rango:

x—1 .,  x—1 , ) ,,
Y i - ylx+1l)=x—-1 - yx+y-=x—1
yzx —x=-1- y:
x(y2—1=—-1-y?
x= _"2__'\‘ , donde y# * I.

La funcidn es una raiz positiva, por tanto, y € [0, %), entonces el rango corresponde a:
ye[0,1)U(l, =)

La funcién tiene una asintota vertical en x = —1 y dos horizontales en y = —1, y = 1, al graficar se obtiene:
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Funcion valor absoluto

La funcién es f(x) = |g(x)|, donde x e D,y f(x)=0.
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Ejemplo 1

Obtén la grifica de f(x) = |x + 3.

Solucion

L a st a=0 . L .
Se parte de la definicién de valor absoluto, en la que |a| = —a si a=0°5€ obtienen las siguientes igualdades:
y =x + 3,y = —x — 3, las cuales son dos rectas donde el dominio son los nimeros reales y el rango esta dado
pory € [0, ®)

La grafica que se obtiene es:
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Ejemplo 2

2
Obtén la gréfica de f(x) = H .
Solucion

% , estd definido para x # 0, por tanto el dominio es el conjunto D, = {x € R | x#0} o bien
x € (—%,0)U(0,%)
Para el rango se despeja x de las igualdades que se obtienen al aplicar la definicién de valor absoluto.
2 2 2

y= — —x= —,donde y#0, y=—— —>x=——_donde y#0
- X y - - X y -

2
También se toma el hecho de que f(x) > 0, ya que —‘ > 0, por tanto el rango es el conjunto R, = {y € R |y >0}
. X
obieny e (0, =).
La asintota horizontal es y = 0, mientras que la vertical es la recta x = 0.

Luego la gréfica que se obtiene es:

Yn
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E . I ;
Obtén la gréfica de f(x) = [x2 — 4/.
Solucion
y = x? — 4 es una funcién cuadritica con dominio x € R y rango y e [—4, =), teniendo como gréfica:

Y4

f(x) = 0, luego el rango de la funcién es: y € [0, ), por tanto, al hacer positiva la parte donde x> — 4 es negativa
se obtiene la siguiente gréfica:

YA
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Ejemplo 4

Obtén el dominio, el rango y la grafica de f(x) =

x+2
Solucion
- x—1 - o
Dominio: Paray = PIERE: # —2, por tanto el dominio de la funcién estd dado por:
x € (—%, —2) U (=2, x)
) B . 1—2y
Rango: f(x) = 0, por tanto, el rango estd dado por y € [0, =], pero al despejar “x” se obtiene x = L entonces
y—

y# 1, portantoy € [0, 1) U (1, =)
Griafica 1
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En la grifica 1 se muestran los intervalos que se analizardn para construir la grifica que se propone.
1) Enelintervalo (—, —2) lasrectas y = x — 1,y = x + 2, toman valores negativos, es decir

x—1

x+2

== x—1
C —(x+2)  x+2

Jx) =

La porcion de gréfica en el intervalo (—, —2) es:

- ®
-
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i1) En el intervalo (—2, 1]

es decir:

La porcion de grafica es:

y = x — 1 toma valores negativos

y = x + 2 los toma positivos

x—1
x+2

- —(x—1)  I—x
4+ (x+2)  x+2

Jx) =

YA
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iii) En el intervalo [—1, =)
y=x—lLy=x+2
toma valores positivos es decir

x—1]  +x-1 x—1

x+2|  +x+2)  x+2

J&x) =

Tiene la misma grafica que en el caso i)
La porcién de gréfica es:

ovg
sissssssssssssssccssaa ‘ ....... _/‘/-”-’-_:
-2 1 X

Finalmente, la grifica es la unién de las porciones de grifica en cada intervalo.

Nota: En la gréfica aparece un huecoeny = 1 yaque el rangoesy e [0, 1) U (1, %)
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