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Definicion intuitiva de limite

Si al aproximar x lo suficientemente cerca de un nimero a (sin ser a) tanto del lado izquierdo como del derecho, f(x)
se aproxima a un nimero L, entonces el limite cuando x tiende al niimero a es L. Esto lo escribimos:

lim f(x) = L

I—a
Donde la notaciéon x — a se lee “x tiende a a”, para decir que: “tiende a a por la izquierda” se utiliza x — a—, para
decir que: “x tiende a a por la derecha” utilizamos x — a+, de tal forma que:
Si lim f(x) = lim f(x) = L entonces lim f(x) =

X—a l’—)d X—a

Es decir, si los limites laterales existen y tienden a un mismo nimero L entonces el limite cuando tiende al nimero
a es L. Para que el limite exista no se necesita que la funcion esté definida para el nimero a, basta que esté definida

para valores muy cercanos.
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Ejemplo 1

x—3

Determina el limite cuando x tiende a 3 de la funcién f(x) =

Solucién
La funcién no esta definida para x = 3, sin embargo, podemos evaluar la funcién en valores muy cercanos por la
izquierda y por la derecha. Por otro lado graficaremos la funcién utilizando la simplificacion:

es decir, graficamos la recta f(x) = x + 3 con la restriccion x # 3 donde se formara un hueco.

x f(x)
Y

29 5.9 .4

2.99 5.99 64------- !
!

2.999 5.999 '
!

I

2.9999 5.9999 : :
b
!
P!
!

3.0001 6.0001 'y

3.001 6.001 3 4 X

3.01 6.01 1

3.1 6.1

Se observa que para valores de x muy cercanos a 3 por la izquierda (2.9, 2.99, 2.999, 2.9999), f(x) tiende a 6,
lo mismo pasa para valores cercanos por la derecha (3.0001, 3.001, 3.01, 3.1), es decir:

limf(x) =6 y limf(x)=6
=3 x—3

por tanto lllll’! Jflx)=6
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Ejemplo 2

. 3x+14 si x=-2 N
Si f(x) = 42 six>-2 determina lim f(x)

x—=2

Solucion
Graficamos la funcion y evaluamos en valores muy cercanos a 2.
Y
-2.1 7.7 7+
~2.01 7.97 oT
54
—2.001 7.997 a4
3_-

2
~1.999 3.999 1 \
—1.99 3 — T
-3 -2 -1 1 2 4 X
-1.9 3.9 / T \
Aqui tenemos que: 11'1_137 f(x)=8 vy lirR f(x) =4

. P . . FACULTAD DE
entonces rl_1)1:1; fx) # ‘l_l)lirjl f(x) por tanto ltl_r}} Jf(x) no existe CONTADURIA Y F( :«

ADMINISTRACION




Ejemplo 3

sen 6
0

Determina lim
-0

Solucion

Evaluamos con valores muy cercanos a 0 por la izquierda y por la derecha. Observe que la funcion no esta definida
en @ = 0y que los valores serdn tomados como radianes.

—0.005 0.999995833
—0.004 0.99999733
—0.003 0.9999985

—0.001 0.999999833

0.001 0.999999833

<y

0.003 0.9999985 ~

0.004 0.99999733

0.005 0.999995833

Tenemos: lfmﬂ =1 y lim senf_

>0 0 00" 9 FACULTAD DE FC «
CONTADURIA Y
sen 6 sen 6 sen ) 1 ADMINISTRACION
0

entonces lim —— = lim =1 por tanto lim——=
-0 @ 60" -0




Ejemplo 4

Para la funcién f{x) mostrada en la figura determina: a) l{n‘| fix) y b) l[n! Six)

Ve
=
E
¥ o
B N
. ~
BN x
Solucién
a) Calculamos los limites por la izquierda y derecha
lfl}‘lf{.t) =4y I(rp fix)=4
los limites laterales son iguales por tanto "l'fll flx)=4
b) lim fix) =4y lim f(x) =3
los limites laterales son diferentes, por tanto lfn; Six) no existe
L 3
-
F L] ! IJ\
=& B Q
e
: [] ?.k Y
3 1K : U
BN .
4 5 6 x
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Definicion formal del limite

A continuacion se presenta la definicién formal de limite, la cual también es conocida como definicion &-6
(epsilon-delta).
El lim f(x) = L, si para todo & > 0 existe un 6 > 0, tal que:

X—a

Si0 < |x — a| < &, entonces | f(x) — L| <&

Dicho de otra forma, lim f(x) = L, si para cualquier niimero Y4

X—da

positivo elegido &, por pequeiio que sea, existe un nimero positivo
5 tal que, siempre que 0 < |x — a| < S entonces | f(x) — L| < &

L—E -

=4

/ a—-6 X=4a a+é ;

La definicién nos dice que para lim f(x) = L existe un niimero é > 0 lo suficientemente pequeno para un nimero
. X—d . - - - -
£ = 0 dado, tal que todo x en el intervalo (a — d, a + &) con excepcion posiblemente del mismo a, tendrd su imagen

. : . . FACULTAD DE
f(x)enelintervalo (L — &, L + &). Observa que paraun 6, < § para el mismo &, la imagen de un valor x en el intervalo CONTADURIA Y F‘ «
(a — 8,,a + 8,) estard dentro del intervalo (L — &, L + £) lo cual s6lo cambia si tomamos un valor de epsilén distinto. O—



Ejemplo 1
Demuestra que l‘l_r}} 2x—1)=5
Solucién
Para un & > 0, se quiere encontrar un § > 0 tal que siempre que 0 < |x — 3| < § entonces:
2x—1)—5|<e
de donde

2x— 1) —5|=|2x—6|=2x—3)[=2| x —3|=2]x—3|<e

entonces |x — 3| < g , por lo que basta escoger § = % paraque 0 < |x — a| < g
Comprobacion
Para0 < |x — 3| < g tenemos que

k-3 < =

X >

2k — 3| <e

2(x — 3)| < e

|j)_‘- —_ 6| < g FACULTAD DE
CON‘I‘ADURiA, Y
ADMINISTRACION
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Ejiemplo 2y 3

D h,mxz—S_r—6 _ _1q
emuestra que o T+1 =
Solucion )
Si0 < |x — (—1)| < & entonces %—(—7) <g
de donde
K =5x=6 [ -Sx—6+7x+7| _ |x*+2x+1]
x+1 x+1 x+1 |
(x +1)°

x+1

‘ =k+1=k—-(-1<e

por tanto se escoge 6 = &
Si 1_1'1111 (2 — 3x) = —1ye& = 0.00, determina el valor de 6.

Solucién
Se aplica la definicion y se obtiene:

Si0 < |x— 1| <8, entonces |(2 — 3x) — (—1)| < &,donde |3 — 3| < &

3|1 —x <s

E
1 =< —
| 3

Pero |1 — x| = |[x — 1], por tanto, [x — 1| < g y el valor de & estd determinado por:

0.06
= — =002

5= = <
3 3
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Teoremas

Si f(x) y g(x) son funciones, ¢ una constante y n nimero real, entonces:

1.

Iime =c¢
X—ra
Iimx=a
X—a

limc - f(x) = ¢ - lim f(x)

lim [ f(x) + ()] = lim f(x) = lim g(x)

lim [ £(x) - (0] = lim f(x) - lim g(x)

X—da

lim £(x)
limZ®) = = con lim g(x) # 0
x—a g(x) lim g(x) x—a

X—a

X—ra

lim [ f(x)]" = [h’m f(x)]"
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Limites por evaluacion

El limite se obtiene al aplicar los teoremas anteriores y evaluar el valor al cual tiende la variable en la funcion propuesta,
como se muestra en los siguientes ejemplos.
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Ejiemplo1ly?2

Utiliza los teoremas anteriores y comprueba que el lim (x> +3x—4)=6

1—2
Solucion

Se aplican los respectivos teoremas, se evaluia el valor de x = 2, y se demuestra que:

lim (x> + 3x —4) = limx® + lim 3x — lim4 = (ll’m x) +3limx —lim4 = (22 +3(2) —4 =6

x—2 x—2 x—2 x—2 x—2 x—2 x—32

3+ 2x

Si f(x) =

, determina el valor de ll’rrll f(x)

X——
1

Solucion

Se aplican los teoremas y se sustituye el valor de x para obtener el valor buscado:

, o p 1z , _A1s 1
lll‘rll(3 Zx) lim 3 llrr112x 11rr|13 211rr11x 3_2[ ) - , 1

3 — 2x = == ey I = 2
lfm — = —— = = — = = - — = — = —_— = -
=l 3420 lim(342x)  lim3+1lim2x  lim 3+ 2limx 3+2[1) 3+1 4 2
- 1‘—)3 .l'—}E l‘—)E 1—)5 3 . 2

Estos teoremas nos permiten hacer una sustitucion de la variable independiente por el valor al que tiende el limite.

FACULTAD DE
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Eiemplo3y4

St f(x) =

T4 encuentra el valor de lim f(x)
— x—2

Solucion

Se sustituye el valor de la variable independiente y se obtiene el limite:

i f0 = i = Gy =4 a4 " 0

El limite no existe, ya que la divisiOn entre cero no esta definida.
) . N9 x’
Obtén el lim——
=3 2y 41

Solucion

Se sustituye x = 3 y se realizan las operaciones:

Iim O 9706 9790 =0 Joriariahgs FC«

-3 2x+1 2(3) +1 6+1 7 ADMINISTRACION




Limites indeterminados

Son aquellos cuyo resultado es de la forma 0
Se sustituye el valor de la variable independiente en cada caso y se realizan las respectivas operaciones, para obtener:

-9  (3)'-9 9-9 0

LI = =
52r—6 23)-6 6-6 0

, -1 Ji-t . Jo o

1’ - 7
2 _ox+l (P —-2)+1 1-2+1 0

.3y’ +5y° 3(0)* +5(0)° 0
3. lim—— = - T = =
y—=0 2}3' — 3).!4 2(0)_ - 3(0) 0

, 1fm*/x2+5_3 J2r+5-3 J9-3 o

x—2 x—z 2_2 0 0
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Se observa que los resultados son de la forma 0’ por consiguiente es necesario eliminar la indeterminacion.

Una indeterminacion se elimina al factorizar o racionalizar (de ser posible) la funcidn, para después simplificarla

y obtener el limite.
Casos de factorizacion:

a) Factor comiin

b) Diferencia de cuadrados

¢) Trinomio cuadrado perfecto
d) Trinomio de la forma

¢) Suma o diferencia de cubos

f) Factorizacion de Ja—3p

g) Factorizacion de Ja +3b

h) Factorizacion de 2/5 — 2/3

i) Factorizacion de #/_ —Q/Z

ax" +bx""' = x"'(ax +b)

a —b*> = (a+b)a—b)

a +2ab+b’ = (a*b)

X +(@a+b)x+ab = (x+a)x+b)

a+b' = (a*+b)a’ Fab+b?)

a—>b

a?+a’b’?+b"3

€/E+{/B= .. at+b

a.--"3 — ax}bx3 + b 3

a—>b
a3 =—

a”+a” b’ +a’b’? +acb”C +b7’

\/_ a_b
n’ n —
n—1 n—2 1 n—3 2 1 n—2

a" +a"b"+a"b"+...+ah " +b"

n—1

FACULTAD DE
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Ejemplo 1

2 4
Obtén el lim ’3x +45x -
=0 2x" +6x" —Tx

Solucion

Al sustituir x con 0 en la funcidn, el limite se indetermina:

3 +5x 300 +50)¢ 0

lim — = -
=0 2x* 4+ 6x" —7x" 2(0)* + 6(0)" —7(0)° 0

Para eliminar la indeterminacion se factorizan el numerador y el denominador con la aplicacion del factor comiun:

3x? +5x° x*(3+5xH)

232 +6x =7 X2+ 6x7 —7x%)

Al simplificar la expresion se obtiene:
3+5x7
2+6x" —7x°

Luego el limite es:

i 3x* +5x* ) 3+5x7 3+ 5(0)° 3
lim — " - = lim - - = - - = =
=0 2x* +6x" —Tx =0 2 4+ 6x" —Tx 24+ 6(0)° —7(0) 2

2 4 FACULTAD DE
I 3x" + 5x 3 CONTADURIA Y
1m - 5 ADMINISTRACION

=0 2x? + 6x* —7x%

Por tanto,




Ejemplo 2

Determina el lim 4o x
—-2 x+2
Solucion
Se sustituye el valor de x = —2 en la expresion:
_ 4—x"  4—(=2) 4—4 0
lim = = = —
=2 x+2 —-2+2 —2+2 0

Se factoriza el numerador con la aplicacion de la diferencia de cuadrados:
4—x> = 2+x)(2—x)

Se simplifica y sustituye para obtener,

— 42 + _
lim 2= = i ETPCTY o =2 - (-2) =4
x——2 x+2 x——2 x+2 x—-2

Por consiguiente:

2

It 4 —x" 4 FACULTAD DE
lm = CONTADURIA Y

x——2 X + 2 ADMINISTRACION



Ejemplo 3

Calcula el valor del lim y.: —2y+1
y—l y' — 4}? - 3

Solucion

Al sustituir y = 1 se verifica que existe la indeterminacion:

Y =2y+1 _ () -2 +1 _ 1-2+1

lim = . _
=y —4y+3 () —4)+3  1-4+3

0
0

Al factorizar el numerador (trinomio cuadrado perfecto) y el denominador (trinomio de la forma x? + (a + b)x + ab),
se obtiene:

y=1 1-1 0

2 —2v+ —1)?
y —2y+1 lim (y—1D

lim = = = lim = = =0
oLy —4y+3 oi(y=3)(y-1  ty-3  1=3 =2
Finalmente, el resultado es:
?2 —_— )+
im2 — 2
e 4y +3

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
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Ejemplo 4

Determina el lim —;
=2 2x" —3x—2

Solucion

Al sustituir x = 2 se observa que existe la indeterminacion:

3 _ 3 _ 88 0
lim—~ 8 ___ (2 —8 =365 " 0o

=22y —3x—2 2027 —-32)—-2 8—-6-2

Se factoriza la diferencia de cubos y el trinomio de la forma ax? + bx + c.
X' =8=(x—2)(x" +2x+4), 2x* =3x—2=(x—2)2x+1)

Se simplifica, se sustituye y se obtiene el valor del limite:

x*—8 L (x—2)(x2+2x+4)_l, X H+2x+4 (P +20)+4 12

rd

lim—; = lim im—————
—22x* —=3x—2 =2 (x—2)2x+1) =2 2x+1 2(2)+1 5

Por tanto:

x —8 12

lim = = — FACULTAD DE
=2 2x> —3x =2 5 CONTADURIA Y
ADMINISTRACION




Ejemplo 5

Calcula el valor del lim r“——4
=2 3_ J:_{_7

Solucion

Se sustituye x = 2 en la funcion:

P . (2 -4 4-4 0
im = = = =
=23-[x+7 3-{2+7 3-3 0

Se racionaliza el denominador de la funcién, multiplicando por 3+ ,/x 4+ 7 , que es el conjugado de la expresién
3—Jx+7:

-4 3+ Jx+7 (.r2—4)(3+ .\'+7) (x2—4)(3+ x+7) (.r1—4)(3+ x+7)
3-Jx+7 3+ x+7 @ —(Jx+7) T o-x+n 2—x

Se factoriza x2 — 4:

(2 —4)(3+ Jx+ 7):(x—2)(x + 2)(3+ x+ 7):—(2 —xX)(x+ 2)(3+ Y+ 7)

2—x 2—x 2—x

Se simplifica la expresion,

—(2—x)(x +2)(3+ + 7)

= ~(x+2)(3+x+7)

2—x
Se calcula el valor del limite:
x'—4
i = lim| — + =— + + = — =—
lim s lim[ —(x +2)(3+ x+7)|[=-@+2)(3+2+7) = ~(4)(3+3)=-24
FACULTAD DE
Por consiguiente, el resultado es: CONTADURIA Y
ADMINISTRACION
lim—X 2 = 24



Ejemplo 6

.—ﬁx — {/5
Determina lim—————————
x—2 x—2

.. _ 3
Solucion lim Vx ;6 = lim— (\‘/T -2 }
X— &

=h’n} 2, L1 2
TEx X323 427

1
223 +213.2Ii+213
_ 1
273 4273 4273

1

3

3.273

1

1

(5]

34

FACULTAD‘ DE FC«
f r — 3 CONTADURIA Y
Por tanto lim U > 2 = l ADMINISTRACION
X X —

334

x—2



Limites cuando x tiende al infinito

Sea una funcidn f definida en el intervalo (a, =). Si se tiene que:

lim f(x)=L
R
entonces significa que los valores de f(x) se aproximan a L tanto como se quiera para una x lo suficientemente gran-

de, sabemos que % no es un nimero, sin embargo, se acostumbra decir “el limite de f(x), cuando x tiende al infinito,

esL”.
Cuando en una funciéon x — %, se busca la base de mayor exponente y ésta divide a cada uno de los términos de

la funcion, después, para obtener el valor del limite, se aplica el siguiente limite:

, C
lim— =0, con ¢ constante

X—€ x"

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
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Ejemplo 1

. 2x"—3x+4
Encuentra el lim —;
e 6x” +2x —1

Solucion

La base del término con mayor exponente es x2, por consiguiente, todos los términos del numerador y del denominador
se dividen entre esta base:

2x°  3x + i
2 _3x+ 2 T a2t
lim 22X 3%t o  x
== 6x° +2x —1 x== G x° + 2x 1
x> X X
Se simplifica y aplica el teorema para obtener el limite,
3 4
2-34 25 lim2—lim=+lim-—=  >_g4+0_ 2 1
e+l fme+limZ—lim— 07070 3
X x“ X—® X% x x—=® x-

. o 2x*—3x+4
Por consiguiente, lim =

1
== 6x° +2x —1 3

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Ejemplo 2
Determina el lim “9x2— >

x=e 2x+3

Solucion

La base del término con mayor exponente es x, por tanto, se dividen los términos entre esta base y se simplifica la
expresion para obtener el valor del limite.

VO 73 X =5 92 \/1fm9—1fmi,,
X —

9x> —5 2 - —® xo% xP
Iim = Iim = Ifm X = lim~—2_ = X it
X—% 2x + 3 X—® 2x + 3 X— 2 n E X—3 0 2 n é lfm 2 n lfm g
X X X F=p e x

_\9-0 o 3

240 2 2

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
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Ejemplo 3

. . 3x+2
Determina el resultado de lim —
x—=% x° — 2

Solucion

Se dividen todos los términos entre x>, se simplifica y se obtiene el valor del limite.

3x 2 3 2 .3 , 2
11m3x+2 lfmzc3+x3 - me2+x3 - }.‘_I,Exz+}1_‘:2x3 _0+0_0_,
=X +2 Hx£+£ o 1+ix 11ml+11mi 1+0 1
x X X o o X
Finalmente:
lim 3x+2 —o
x—x x3 —|—2

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Si observamos la grifica de la funcién exponencial f(x) = e*, tenemos que cuando x — —2, f(x) tiende a cero.

V4

3

flx) = e

-2 -1
_I-l

entonces lim f(x)= lim ¢" =0
X—y—oo Xy

esto cumple también cuando tenemos la funcién g(x) = a* para a = 0, es decir

lim a*

T—p—a

=0paraa>=0

Bl 2

Por otro lado, si tenemos f(x) = ¢ ¥, tenemos que cuando x — %, f(x) se aproxima a cero.

V4

Jx)=e

h

S~

—+
.

_I-n

entonces lime " =0

X—yaa

También se cumple lima " =0 paraa = 0

T—pon

“y

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Asintotas horizontales

Sea la funcion y = f(x), si la curva tiene una asintota horizontal en y = ¢, entonces la ecuacion de la asintota es:

y = lim f(x) o y= lim f(x)

x—® x——o%

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Ejemplo 1

. , : 3x+1
Encuentra la ecuacion de la asintota horizontal de f(x) =
2x+3
Solucion
Al aplicar y = lim f(x) , se obtiene:
X+
3x+1 34 1
. 3x+1 ) X ) X 3
y =lim = lim xr3 lim —3 = —
x== Qx4+ 3 x—® L] x— 242 2
X X
: ) . 3
Por tanto, la curva tiene una asintota horizontal en y = 50 2y —3=0

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Ejiemplo 2y 3

Determina la ecuacion de la asintota horizontal de y =

Solucion
Se aplica y = lim f(x), entonces la asintota horizontal tiene por ecuacion:
X 1
= x 0
y=lim — = lim —=% = lim xl =—==0
X—> X X— X_’ + _‘, X—» 1 + _1 l
x° x X
El resultado y = 0 indica que la asintota horizontal es el eje X
) » ) . x> +1
Obtén la ecuacion de la asintota horizontal de f(x) = T_3
Solucion
Se aplica la definicién y = lim f(x) y se obtiene:
x—x
X’ +1 .
" x4 1 i p 2 _ 1
) = lim = lim ——— = lim ———% = —
Y x=ee x — 3 o X — 3 x| _ 3 0
x’ x X
FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION

El limite no existe ya que la division entre cero no estd definida.
El resultado indica que la curva no tiene asintotas horizontales.



Asintotas oblicuas

Se le denomina asintota oblicua a aquella recta cuyo angulo de inclinacion 6 es diferente de 0° y 90°.

Caso |
Q(x)

Sea una funcion racional de la forma f(x) = W donde el grado de Q(x) es un grado mayor que el grado

de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b siendo

x
fx)=ax+ b + P( ') si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
-‘T

lim [ f(x) = (ax +b)]=0 o lim [f(x) = (ax +b)|=0

X=—+c

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



(F]

°
Ejiemplo 1 - o = 22
J Determina las ecuaciones de las asintotas y traza la grifica de la funcién f(x) =

x+1
Solucion
La funcidn no tiene asintotas horizontales, pero si posee una asintota vertical enx = —1

El grado del numerador es un grado mayor que el grado del denominador y éste no es factor del numerador,
entonces:
3
flx)=x—-1+
x+1

Para obtener la asintota oblicua se aplica cualquiera de las dos condiciones:

lim [ f(x) = (ax + b)] = lim [f(x) = (x = 1)]

3
Pero flx) — (x — 1) = m . por tanto:

3 3

3 , Y . X

lim lim —3 lim —=
P .\4l \u»,\fl .»n»_\+ l
X XX

FACULTAD DE
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Ejemplo 2

Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la grifica de la funcién f(x) =

Solucién

La funcién carece de asintotas verticales y horizontales, para obtener las asintotas oblicuas la funcién se representa

de la siguiente forma:

f(x)

Para comprobar que y = x es la ecuacion de la asintota oblicua, se aplica la definicién:

lim | f(x) — (ax + b)| = lim [ f(x) — x] = lim [

Se obtiene el limite:

(]

"1—x i 2
lim [ n ] = lim | =5———
=l x4+ 1 r-s+=

E I'-(—t
1

Por tanto, la funcién tiene una asintota oblicua en y

x+

l—x
X+

41

>

T +1

+1

FACULTAD DE
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X
Analicemos otro método; sea una funcién racional de la forma f(x) = g:—t; donde el grado de Q(x) es un grado
mayor que el de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta vy = ax + b,

cuyos valores de a y b estin dados por:

a= lj'mM y b= l{m[f(.r)—at]

X X

FACULTAD DE FC«
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Ejemplo1l

Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la grifica de f(x) =

¥ +x—3

Solucién

La funcién tiene una asintota vertical en x = 0 y no tiene asintota horizontal, para obtener la ecuacién de la asintota
oblicua se aplican los limites anteriores:

3
X

=

[xl +.t—3]

; ; 4 x— : 3

am 1imd® X ) .fm[*_w]ﬂfm(, +1__)=,
x 3 x = _t

2 -3 2 _ R | ’ 3
b= lim[ f(x) — x| = lfm[L - .r] = 1im[u] = h‘m(l - ;) =1

x s x rese

Se sustituyen a y b en la ecuacién y = ax + b, por tanto, la asintotaes: y = x + 1
Grifica

FACULTAD DE
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Caso I
Q(x)

Sea una funcién f(x) = % donde el grado de Q(x) es mayor que uno y mayor al grado de P(x), la funcion tiene

una asintota oblicua no lineal.

FACULTAD DE FC«
CONTADURIA Y
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Eje'm'plo 1

4
x +1
Determina las ecuaciones de las asintotas de la funcién f(x) = ———
x°
Solucion
Esta funcion tiene una asintota vertical en x = 0
Se realiza el cociente y el resultado es:
y 2
Jx)=x"+ =
X

Entonces:

1fm(i,) =0
x—=\ x°

Por consiguiente, la funcién tiene una asintota cuya ecuacién es y = x?2

YA

". ’.' y =f(x)
_ FACULTAD DE
;( CONTADURIA Y
x=0 ADMINISTRACION



Limites laterales

Limite por la derecha

Sea f(x) una funcion definida en el intervalo abierto (x , b), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x_ por la derecha
es L y se representa:
lim f(x) = L

X=X,

Lo anterior denota que f(x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores mayores que x,,

Limite por la izquierda
Sea una funcion definida en el intervalo abierto (a, x,), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x_, por la izquierda
es Ly se representa:

lim f(x) =L

XX,

Lo anterior denota que f(x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores menores que x,

Teorema
El limite cuando x — x de una funcion f(x), existe y es igual a L, si y solo si los limites laterales son iguales a L,
es decir

limf(x) =L < lim f(x) = lim f(x) = L

XX, X=X, XX,

FACULTAD DE
CON‘I‘ADURiA, Y
ADMINISTRACION



Ejemplo 1

S 2x—3 st x<2
Determina el lin} f(x) st f(x) = 2

5—x st x=2
Solucién

Se calculan los limites laterales:

lim f(x) = lim (2x —3) =2(2) -3 =1

x—2

limf(x) = lim 5 —x)=5-(2=5-4=1

x—2 x—2"

lim f(x) = lim f(x) = 1

Por consiguiente el 1im f(x) = 1

i
(31
b ¥

fx)=2x-3 / f) =52 FACULTAD DE FC «
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Ejemplo 2
Calcula el lim f(x) si f(x) = {E :i : ig

Solucion

Se obtienen los limites laterales:

lim f(x) = lim /9 — x> =,/9—(0)* =3

x—0" x—0

lim f(x) = lim2x+1)=20)+1 = 1
x—0

x—0

Dado que, lim f(x) # lim f(x), entonces el h’rrﬂl Jf(x) no existe.
x—0 x—0" x—3

La existencia de un limite lateral no implica la existencia del otro (ejemplo anterior). Cuando f(x) esta definida
de un solo lado, entonces el 1im f(x) es igual al limite lateral de dicho lado.

FACULTAD DE
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Ejemplo 3
(Cudl es el lj_r)rzlf(x') si f(x) = \/4 —x2?

Solucion

Esta funcion esta definida en el intervalo —2 = x = 2, por tanto, los valores de x tienden unicamente a 2 por la 1z-
quierda, entonces el valor del limite es:

lim f(x) = lim f(x) = lim \J4 — x* = J4—(27 =0

x—2

lim f(x) = 0

x—2

Y4

f(x)=1/4 —x’

ol /
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Limites de funciones trigonometricas

A continuacién se muestra la tabla de valores de las funciones trigonométricas de los dngulos notables, asi como los

Angulos en radianes

Seno 0 % é £ 1 0 -1 0
2 2
Coseno 1 ﬁ ﬁ % 0 —1 0 1
2 2
Tangente 0 £ 1 J3 No existe 0 No existe 0
3
. V3 . .
Cotangente No existe J§ 1 ? 0 No existe 0 No existe
Secante 1 % \/5 2 No existe -1 No existe 1
- 243 - - FACULTAD DE
Cosecante No existe 2 \/5 —_— 1 No existe —1 No existe : FC«
3 CONTADURIA Y
ADMINISTRACION




Ejiemplo1ly?2

Encuentra el valor del lim sen 2x

X—p=—
4

Solucion

T
Se sustituye el valor de x = 7 en la funcion:

lim sen 2x = sen 2(—)

X—r—
4
Por consiguiente, el valor del limite es 1.

)  sen2x—3cos 2x
(Cudl es el valor del lim ?
x—0 1+ x

Solucion

Al sustituir x = 0, se obtiene:

sen 2x — 3 cos 2x sen 2(0) — 3 cos 2(0) _ sen 0—3cos0 _ 0—3(1) _

lim =
x—0 1+ x 1+0

o sen2x —3cos2x
Por tanto, lim = —3
x—0 l +x

1

1

3

FACULTAD DE

CONTADURIA Y
ADMINISTRACION
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Ejemplo 3

X
tan 5 —COS 2x

Obtén lim
I senx +1
Solucion
Kl
tan> — cos 2x tan -2 — cos 2(—) tan— — cos 1r o

Ay T2 2 ) tany (-1 2
lim —=— = p- = = = — =1
l—)? sen x + 1 sen — + 1 1+1 1 +1 2

Por consiguiente, el valor del limite es 1.

FACULTAD DE
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Limites trigonométricos indeterminados

Para evitar la indeterminacion en un limite de funciones trigonométricas, se transforma la funcion utilizando identi-
dades trigonométricas, en ocasiones con esto es suficiente, también se puede simplificar hasta obtener una expresion

de la siguiente forma:

senx |—cosx cosx—1

. 0
X X X
y utilizar los siguientes teoremas:
. senvy ., l—cosv . cosv—1I
lim =1, lIim—=lim———— =10
v—0 vV v=30 Vv =0 Vv

A continuacion se da una lista de las identidades que se pueden utilizar.

FACULTAD DE
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A continuacion se da una lista de las identidades que se pueden utilizar.

Identidades trigonométricas fundamentales Funciones del angulo doble

sen a
tana = sen 2a = 2 sen a cos «
cos a
COS
cota = cos 2a = cos? a — sen? a
sen a
r 1 2
sen a = cos 2a = 2sen‘a — 1
csc a
senacsca = 11 1
csca = cos2a=1—-2cos?a
sen a
( 1 2 tan «
cosa = tan 2a = ————
sec a 1 —tan
cosaseca =11
1
sece= s Funciones de suma o diferencia de angulos
( 1
tana = ot sen(a = B) = sen @ cos B = sen B cos a
tanacota =1 1 1
cota = e cos(a = B) = cos a cos B + sen a sen 3

2 2 Transformaciones de sumas o restas de funciones
sen“a=1— cos“a

trigonomeétricas a producto

sen‘a + cos?a =1

cosa=1-sen’a sen a + sen B = 2 sen (%E) cos (a—;‘B—)
1+ tan?a = sec? @ sena—senB=2cos(a;B)sen(—a;B)
1+ cot?a=csca cos a + cos B = 2 cos (%E)cos (a_gé)

FACULTAD DE
cosa — cos 3= —2 sen (%é) sen (a—;'['i) ﬁgﬂlﬁﬂéﬁl




Ejemplo 1

. ) l—tan @
Determina el lim ————

snTsenf —cos
4

Solucién

T
Se sustituye 6 = 7 resultando:

| —tan @

1_
lim = -
0% sen @ —cos @ S - — o8 o V2 B
4 4 2

T
| —tan—
4

S|

1
V2
2

Para eliminar la indeterminacion, se aplican las identidades trigonométricas con el fin de obtener una expresion equi-
valente que no se indetermine:

__senf cos ) —sen 6
| —tan @ - cos B cos - cos ) —senf - |
senf —cos@®  senf—cosf  —cosB+senf —cos f(cos @ —sen ) ~ cosf

Se calcula el valor del limite:

) l—tané@ N 1 1 _—1__2 o
Im————mm = lll’l’l( ] = = = ‘/_— \6

.,_,% sen 6 —cos 0 ng cos cos \/_ 2
4

2

.. ) l—tan @
Por consiguiente, lim ———— = —ﬁ
,,_% sen @ —cos @

FACULTAD DE
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Ejemplo 2

., COSwW —cos 2w
Calcula el lim -

w0 sen~w

Solucion
Al evaluar el limite:
COs W — COos 2w cos0—cos2(0) 1-1 0

lim ~ = - = — =
w0 sen”w sen”(0) (0) 0

Se indetermina la funcidn, por consiguiente, se transforma mediante identidades trigonométricas, como se ilustra:

2 2 y i y .
., COSWwW—cCos2w ., cosw—(cos"w—sen"w) . COosw—cos wtsenw
Iim - = |lim = = lim -
w30 sen w w30 sen w w30 sen w

w—0 w30

2 2
., | cosw(l—cosw)+senw ., lcosw(l—cosw) senw | .. |cosw(l—cosw)
= lim . = lim - + — | lim - +1
sen~w sen"w sen"w I —cos™w

) cos w (1 —cosw) ) COS W
= lim +1| = lim| ———+1
w=0| (1+cos w)(1 —cos w) w=0| 1+ cosw

Se aplica el limite:

w=0| 14 cos w 1+ cos0 1+1 2

FACULTAD DE
) .. 3 CONTADURIA Y
Finalmente, el valor del limite es 5 ADMINISTRACION



Ejemplo 3

., 2sen 3x
Obtén el lim———
x=0 X
Solucién
. 2sen 3x . . osenv Lo _
Para que lm&— adopte la forma lm[} , se multiplica por 3 tanto el numerador como el denominador
X=» _x L ‘}
. 2sen3x 3 . 6sen 3x . sen 3x |
lIim————— - — = lim———— = 6-1lim =6(1) =
x=0 X 3 x=0 3_1‘, =0 3_17
. 2sen 3x |
Por tanto, lim—— =6
x>0 X

FACULTAD DE
CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Ejemplo 4

; . cos ay — cos by
;Cudl es el valor del lim—————=7
y—0 V-

Solucién
Se sustituye y = 0 en la funcién:
cos ay — cos by

lim < = —
y—0 _\.-‘ (0 )‘

Se transforma la diferencia de cosenos en producto,

cosa(0)—cosb(0)  1-1

: + by r — by
cos ay —cos by =-2 sen(a‘\ i Jsen(a'\ -\) = —2se

0

(a+b)y (a—b)y
n sen

_0
0

2 2 2 2
Entonces:
(a+b)y (a—b)y
L X —2sen =~sen :
limw = lim 2 2
y—0 y‘ y—+0 y‘
+b)y (@ — b)y
sen (atb)y sen(a b)y
=—2-lim 2 _. 2
y—0 _\' _\'
Sel_|(a:1+b)_\' scn(a —’,b)_\'
=-2.1im 2 __ lim 2
¥l y y—0 ¥
y + - » -
sen (a Zb)_\ (a : b) en (a 2b)_\ (a . b)
= y arh y (a—b)
2 2
(a+b)y (a — b)y
 —2a+b) | " (a—b), "5
2 w0 (a+b)y 2 0 (a—b)y
2 2
_ —2a +b)[ (a—b)
_ —2a* b)) b —a*
4 T2
. cosay — coshy b —a
Por tanto, lim ~ —
¥=0 v 2
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Ejemplo 5

1+ (x—1)cos x
Determina el valor de lim%
x=0 g _r

Solucién

Se evalia la funcién parax = 0

lim I+(x—Dcosx 1+(0—1)cos(0) 1+(=1)1) 1—-1 0
{ = = = =
x=+l) 4x 4(0) 4(0) 0
Se transforma la expresion de la siguiente forma
l+(x—Dcosx l+xcosx—cosx Il—cosx+xcosx
4x 4x 4x
1 {l —COSX  XCos .r]
=] —+
4 x x
1 [l —Cos x :‘
=—| ——— T 08 X
4 x
entonces
+ -— Sl .l i — ™ >. 3 -
Iiml (x—1)cos x _ liml I —cosx 4 cos x
vl 4x x=a0 4 x

41 0
1

= I[u+1]
1

= E(l)

-

4

Por tanto

I+(x—1)cos x

lim —=

Tl 4x

ll:, l—cosx
= =| lim —

1
4

x-wl)

+ lim cos .\':l
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