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Continuidad puntual

Una funcion f(x) es continua en el punto x € R si cumple con las siguientes condiciones:

1. f(x,)) esta definida.

2. lim f(x) existe.

X—X
)

3. lim f(x) = f(x).

X—X
)
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Ejemplo 1

Verifica si f(x) = x? — 1 es continua en x, = 2
Solucion
Se deben verificar las tres condiciones:

1. f(2) = (2)> — 1 = 3, por tanto f(x) esté definida para x, =2
2. Se calcula el valor de cada limite lateral:

lim f(x) = lim (@2 — 1) = (22— 1 =3
lim f(x) = lim x2-—1D=@22%—-1=3

=27

Entonces, lim f(x) si existe y lim f(x) =3

3. Como lim f(x) = 3y f(2) = 3, entonces lim f(x) = f(2), por consiguiente, f(x) es continua enx, = 2

Yh

f(xa) T"-"""

4
N
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Ejemplo 2

2x —3 st x <1

Determina si la funcion f(x) = . es continuaenx = 1
Jx) —X si x =1 o

Solucion

Se verifican las condiciones:
1. f(1) =—(1)

f(1) = —1, la funcion estd definida en x, = 1
2. Se determinan los limites laterales:

lim f(x) = lim (2x — 3) = 2(1) =3 = —1

Y A

x—l x—l"

lim f(x) = lim (—=x) = —(1) = —1
x—l x—l

Por tanto, lim f(x) = —1

x—l

3. Probar que el linllf(_.r) = f(1)
lim f(x) = f(1) = —1
x—1

Finalmente, es continua en X = |
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Ejemplo 3

x si x =1
Determina si la funcion f(x) = {2x — 3 si 1 < x =3 escontinuaenx=1yx =3
3 si 3<ux

Solucion

Se verifican las condiciones para los puntos x = 1 y x = 3:
1. f(1) = (1)*> = 1, la funci6n estd definida en x, = 1

2. limf(x) = lim (2x — 3) = 2(1) — 3 = —1;
=1 x—-1t

lim f(x) = limx2 = (1)2 =1
=1

x—=l

Debido a que el lim f(x) # lim f(x), entonces lfn]l f(x) no existe.
x—1 x—l x—
Por tanto, f(x) no es continua en x, = 1 YA

fx) =x°

Se verifica la continuidad en x, = 3

1. f(3) = 2(3) — 3 = 3, la funci6n estd definidaen x, = 3

lim f(x) = lim 3 = 3; lim f(x) = lim (2x = 3) =2(3) -3 =3 _ fx) =3

[

Se concluye que,

Jim f0 = lim S /.
& & % % % >
Entonces, ltl_l;l;l fx)=3 L /ﬂx) =2x-3 X

3. lllle f(x) = 3y f(x) = 3 entonces, 1‘111;1 f(x) = £(3) iﬁg%ﬂ;ﬁgfs Fc «
[ ADMINISTRACION

Por consiguiente, f(x) es continua en x = 3




Ejemplo 4

-

: m
senx sl x<—
: | T
Es continua g(x) = 1 | ~enx, =
COSX SI x> — <
.
Solucion
S1 se verifican los pasos se obtiene:
4 P y , T
1. ¢ 5 | no estd definida, por tanto, la funcion no es continua en x, = 5
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Discontinuidad evitable o removible

Sea f(x) una funcion racional no continua en x = X,

en x = x_, entonces recibe el nombre de discontinuidad evitable o removible.

, st mediante una simplificacion algebraica, f(x) se vuelve continua
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Ejemplo 1 |

. ; 1
Verifica si es continua la funcién f(x) = 7—1 enx = =
2x — V4

Solucion

1. Se evalia la funciénen x =

b | -

g AT e 13
G- S

o |

(o=}

|
|
oo

La funcién se indetermina o no estd definida para el valor de x = 3" lo cual implica que es discontinua en este punto;

sin embargo, se elimina la indeterminacion mediante una simplificacion algebraica.

6 —Tx+2  (x—2)2x—1) e i 1
e e 2x—1 - T GEET 9
Esta simplificacion indica que la grifica es una linea recta con discontinuidad evitable o removible en x = 5
Y
6x°—7x+2
(x) =
f 2x—1
!
Ay
I >
X
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E . I 2
. y x’—=2x-3 , .
Determina si la funcion f(x) = ————— es continua en x = 3 y traza su grafica.
x —5x+6

I. Se evalia la funcién en x = 3,

S (3)Y-23-3 9-6-3
(3P -53)+6  9-15+6

f3)

_9
0

La funcidn no estd definida en x = 3, sin embargo, mediante una simplificacion se puede eliminar la discontinuidad,

X =2x-3  (x=3)x+1) x+1
3 = - = LSlx#3
x —5x+6 (x—=3)x—2) x—2

flx) =

La grifica de esta funcion es una hipérbola con discontinuidad evitable o removible en x = 3

Ya
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[ ]
EJ e I I I p I O 3 Determina el valor de k para que la funcién sea continua:

3x—k, x<I
) = {2kx—3, x=1

Solucion
Se obtienen los limites laterales:
limf(x) = lim 3x —k)=3(1) — k=3 — &k
x—1 x—1
lim f(x) = lim 2kx — 3) = 2k(1) =3 =2k — 3
x—l x—l

Para que el limite exista:

lim f(x) = lim f(x)

entonces:
3—k=2k—3
—k—2k=—3—3
—3k=—6
=6
T3
k=2

por tanto, para que la funcién sea continua k = 2, es decir la funcién se debe escribir:

-2 yx<l FACULTAD DE FC«
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Comprobacion

Probemos que la funcion es continua en x = 1

1) f()=41)—-3=4-3=1

1) limf(x) = lmBx —2)=3(1) —2=3-2=1
x—l

x—l
Iimf(x) = lim4x —3)=41) —3=4—-3=1
x—1" x—1"
lim f(x) = lim f(x) = 1
x—1 x—l
por tanto llI’Ill f(x) existe y llIIll Jfx) =1

i) /(1) = lim f(x) = 1

Por tanto f(x) es continua en x = 1.
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Determina los valores de a y b para que la funcién sea continua

Ejemplo 4

flx)y=Jx* -1 —2<x<3
bx +1 x=3

Solucién

Se obtienen los limites laterales en x = —2
‘1_1:1_13 flx) = ‘l_l:l;T} (ax—3)=a(—2)—3=—-2a—3
lim fe) = lim (2= 1)=(=27-1=4-1=3
Para que el limite exista se debe cumplir:

lim f(x) = lim_f(x)

Entonces:
—2a—3=3
—2a=3+3
—2a=6
6
a = —_
-2
a=—3
Portantoa = —3

Se obtienen los limites laterales en x = 3

lim f(x) = lim (bx+ 1) = b(3) + 1 = 3b + |
r—3

=3

lim f(x) = lim -1)=@3Y—-1=9—-1=8

=3

h'rxs flx) = h'ng fx)

entonces
3b+1=8
3b=8—1
3b=17

= FACULTAD DE FC«
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Por lo tanto b =
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Continuidad de una funcion en un intervalo

Continuidad por la derecha
Una funcion f(x) es continua a la derecha de x_ siy solo si para x € R se cumplen las siguientes condiciones:

1. f(x ) existe

2. lim f(x) existe

X=X,

3. lim f(x) = f(x,)

X=X,

Continuidad por la izquierda
Una funcion f(x) es continua a la izquierda de x, si y solo si para x € R:

1. f(x,) existe

2. lim f(x) existe

X=X,

3. lim f() = fx,)
Continuidad de una funcién en un intervalo abierto

CONTADURIA Y
ADMINISTRACION

Se dice que f(x) es continua en el intervalo abierto (a, ) siy solo si es continua en todos los puntos del intervalo.  pacUITAD DE FC «



Demuestra que f(x) = 9 — x* es continua en el intervalo (—3, 3)

Solucion

La funcién f(x) = /9 —x” estd definida en todos los puntos del intervalo (—3, 3), como se ilustra en la gréfica, por
consiguiente, f(x) es continua en dicho intervalo.

YA
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Ejemplo 2

.f(x) = — es continua en el intervalo (—2, 3)?
X

Solucion

f(x) no estd definida en x = 0; entonces no es continua en este punto, por tanto, no es continua en el intervalo (—2, 3)

YA
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Continuidad en un intervalo cerrado

Una funcion f(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b] si es continua en el intervalo abierto (a, b) y ademas

lim f(x) = fa) y lim f(x) = f(b)

X—da
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Demuestra que f(x) = x> — 2x es continua en el intervalo cerrado [—1, 2]

Demostracion

La funcién f(x) es polinomial, lo cual implica que esta definida en el intervalo abierto (—1, 2), por tanto, es continua
en el intervalo, ahora se prueba la continuidad en los extremos del intervalo.

Parax = —1
a) f(—1) = (=17 = 2(~1) = 3 Y4
b) lim f(x) = lim (x2—2x) =3
x——1 x——1 '
¢) lim f(x) = f(=1) P N
Parax =2 \
a) f2) = (2 —22) =0 TN %
b) lim f(x) = lim (x2—2x) =0

¢) lim f(x) = f(2)

f(x) es continua en el intervalo abierto (—1, 2) y es continua a la derecha de —1 y a la izquierda de 2, entonces f(x)

. . FACULTAD DE
es continua en el intervalo cerrado [—1, 2] CONTADURIA Y
ADMINISTRACION



Ejemplo 2

X’ si x<0

) es continua en el intervalo [—2, 3]?
2x—1 st x=0 [=2.3]

. La funcion f(x) = {
Solucion

Del intervalo (—2, 3) la funcién f(x) no es continua en x = 0, ya que:

lim f(x) =0, lim f(x) = —1

x—0

lim f(x) # lim f(x)

=) y—>)

Por tanto, lim f(x) no existe.
x—0

Si f(x) no es continua en el intervalo abierto
(—=2,3)
Entonces, no es continua en el intervalo cerrado

[—2,3]
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Ejemplo 3

(La funcién f(x) = {

Solucion

Se prueba la continuidad de la funcién en x = 0

L f(0)=1-(02=1

2. lim f(x) = 1+ (0) = I; lim f(x) = 1 = (0> = I

3. f(0) = lim f(x) = 1

La funcion es continua en el intervalo (—3, 3)
Ahora se prueba la continuidad en los extremos:

Parax = —3

1—x% si x=0
I+x si x>0

L f(=3)=1—(-32=1-9=-8

2. _lfr_r}.f(x) =1-32=1-9
3. f(=3) = lim f(x)
Parax = 3

. fB)=1+3=1+3=4

2. vlfr_1}f(x)=l+3=1+3=4

3. f3) = lim f(x)

x——3

La funcion es continua en (—3, 3) y ademas es continua a la derecha de —3 y a la izquierda de 3, por tanto, es continua

en el intervalo [—3, 3]

es continua en el intervalo [—3, 3]?
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Continuidad en un intervalo semiabierto

Para intervalos semiabiertos (a, b] y [a, b) se tiene que:

1. Una funcién f(x) es continua en el intervalo semiabierto (a, b] si es continua en el intervalo abierto (a, b),

y lim f(x) = f(b)

x=ah

2. Una funcién f(x) es continua en el intervalo semiabierto [a, b) si es continua en el intervalo abierto (a, b),
y lim f(x) = f(a)

X=>dd
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Ejemplo 1

Demuestra que f(x) =

3 es continua en el intervalo semiabierto (3, 6]
x—3

Demostracion

El dominio de la funcion se define Df ={xeR | x # 3}, por tanto f(x) es continua en el intervalo abierto (3, 6)
Se verifica la continuidad por la izquierda en 6

2 2
a)f(6)=;=;

w2

2
b) lim f(x) = ll’m( J =
x=6" =6\ X — 3
) 12’? f(x) = f(6)
Entonces, f(x) es continua en el intervalo semiabierto (3, 6]

YA
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Ejemplo 2 o

 La funcion f(x) — 2 . es continua en el intervalo semiabierto (—1, 3]?
6 J®) 1,\"—1 si 2=x<3 ( ]

Solucién
Se verifica la continuidad en x = 2

1. f2)=@2)P%-1=3

2. rlig‘l_ﬂx) =3 rlg? flx) =3,

Por tanto, lll_r”x} flx)y=3

3. f(2) = li_r,rzlj'(,r). la funcién es continuaen (—1, 3)

Se prueba la continuidad por la izquierdaen x = 3

1. f(3) no estd definida, por tanto, la funcién no es continua en el intervalo (—1, 3]

YA

A 4
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Ejemplo 1

Verifica | uidad de la funcié N si 2=x=0 54
erifica la continuidad de la funcién f(x) = P 44x si 0<x<4q ©D [—2,4)
Solucion

Se verifica la continuidad en x = 0 Y A

L. f0)=—=0)=0
2. lim (—x) =0, lim (—x? +4x) =0

=0 x=0

3. Por tanto, l;’n&f(x) = £(0)

La funcién es continua en el intervalo (—2, 4)

Se prueba la continuidad por la derecha parax = —2
>
l. f(=2)=—(=2)=2 X
2. lim (—x)=—(-2)=2
3. f(—2) = lim (—x)

Por tanto, la funcién f(x) es continua en el intervalo [—2, 4)
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Teorema del valor intermedio

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo [a, b], y kK un nimero comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe un
¢ € |a, b] tal que f(c) = k.

Y4
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Ejemplo 1

Si f(x) = 3x — 2 es una funcién definida en el intervalo [—2, 3], obtén el valor de ¢ que cumpla con el teorema del
valor intermedio cuando k = 1

Solucion

Al aplicar el teorema se obtiene:
fe)=k—>3c—2=1->53c=3—>c=1

Por consiguiente, ¢ = 1 cuando k = 1
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Ejemplo 2

Dada la funcién g(x) = x2 — 3x — 2, definida en el intervalo [1, 4], determina el valor de k que cumpla con el teorema
del valor intermedio cuando ¢ = 3

Solucion

Se aplica el teorema:
fle)=k—>c?—3c—2=k

Pero, ¢ = 3y al sustituir se obtiene el valor de k

entonces, k = —2
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