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Variable aleatoria

* Una variable es aleatoria si los valores que toma corresponden a
distintos resultados posibles de un experimento, por ello, el hecho de
gue tome un valor particular es un evento aleatorio.



Variable aleatoria

 La variable aleatoria considera resultados donde |a variable puede ser
cuantitativa o cualitativa, asignando en cualquier caso un numero a
cada posible resultado.



Variables discretas

* Son aquellas que cualifican las caracteristicas de modo tal que el
numero de posibles resultados se puede contar, esto es, |la variable
discreta toma un numero finito o infinito numerable de posibles
valores.



Variables discretas

 Como ejemplo de este tipo de variables tenemos el numero de
clientes de un banco, el numero de hijo de una familia, el nimero de
alumnos en un grupo de una universidad, el numero de automoviles
en una ciudad.



Variables continuas

* Son aquellas que pueden tomar cualquier valor numérico, dentro de
un intervalo previamente especificado. Como ejemplo la variable
tiempo en una investigacion podria medirse en intervalos de horas, o
minutos o en ambas



RAZON
(Discretas o

/ Continuas)

CUANTITATIVAS

INTERVALO
(Discretas o
Continuas)

VARIABLES

ORDINALES

/' (Discretas)

NOMINALES
(Discretas)

CUALITATIVAS



Distribucion de probabilidad

* La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria describe
como se distribuyen las probabilidades de los diferentes valores de la
variable aleatoria. Para una variable aleatoria discreta “X”, la
distribucion de probabilidad se describe mediante una funcion de

probabilidad a la que se le conoce como funcion de densidad
representada por F(X).



Distribucion de probabilidad

* Como la probabilidad del universo debe de ser igual al 100%, y
ademas cualquier evento que se defina debe de estar contenido en el
evento universal, cuando nos referimos a como distribuir las
probabilidades nos referimos a como se reparten en este 100%






Distribucion de probabilidad
discreta



Ejemplo

Ejemplo 1. Considera el experimento aleatorio que consiste en arrojar un
dado dos veces y sumar los resultados de ambas caras. Se desea

conocer cual es la probabilidad de que la suma sea 7.



Solucién:
La variable X puede tomar los valores del 2 al 12, inclusive, por lo que se
trata por lo que se trata de una variable aleatoria discreta. La siguiente

tabla nos permitira calcular las probabilidades de todos los eventos

simples.

Resultado Segundo dado

Primer dado
1

o 0 A WODN




El ejemplo nos permite darnos cuenta ademas que también podemos
calcular facilmente la probabilidad de que la suma sea menor o igual a 7
y que para ello debemos contar el numero de casos que se acumulan
desde la diagonal superior izquierda hasta la diagonal amarilla, que
corresponden a los valores 2, 3, 4, 5 6 y 7. Esto es, se estaria

considerando que:

P(Xs7)=P (2)+P (3)+P (4)+ P (5)+ P (6) + P (7)



De este modo se construye, a partir de la funcién de probabilidades, otra
funcién, a la que se denomina funcion de distribucion acumulativa y
que se denota como F(x), donde la x indica el valor hasta el cual se
acumulan las respectivas probabilidades. Por ejemplo, P (X<7)

corresponde a F(7).



W 00 N O 0 A WODN

AA
- 0

-
N

Funcion de
probabilidad
P(X=i)
1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36
5/36
4/36
3/36
2/36

1/36

Funcion de distribucion
acumulativa
P(X<i)

1/36
1/36 + 2/36 = 3/36
3/36 + 3/36 = 6/36
6/36 + 4/36 = 10/36
10/36 + 5/36 = 15/36
15/36 + 6/36 = 21/36
21/36 + 5/36 =26/36
26/36 + 4/36 =30/36
30/36 + 3/36 =33/36
33/36 + 2/36 = 35/36

35/36 +1/36 = 36/36 = 1



Esperanza

Corresponde al valor promedio, considerando que la variable aleatoria
toma los distintos valores posibles con probabilidades que no son
necesariamente iguales. Por ello se calcula como la suma de los
productos de cada posible valor de Ila variable aleatoria por Ia

probabilidad del respectivo valor. Se le denota como u



Esperanza= H = ZX[P (X = x)]



Varianza

Es el valor esperado o esperanza de las desviaciones cuadraticas con
: 2

respecto a la media y. Se denota como O° y se calcula como |la suma del

producto de cada desviacidn cuadratica por la probabilidad del

respectivo valor.



Varianza = o’ = Z(x _ /u')z [P(X — x)]



Ejemplo 2. Considerando el mismo experimento del ejemplo anterior,
determinar la esperanza y varianza de |la variable aleatoria respectiva.



W 00 N O 0 A~ 0N

O U G §
N = O

1/36
2/36
3/36
4/36
o/36
6/36
5/36
4/36
3/36
2/36
1/36

Suma

2/36 25

6/36 16
12/36 9
20/36 4
30/36 1
42/36 0
40/36 1
36/36 4
30/36 9
22/36 16
12/36 25

252/36=7

25/36
32/36
27136
16/36
2/36
0
o/36
16/36
27136
32/36
25/36
260/36




Podemos decir entonces que al arrojar dos dados y considerar la suma
de los puntos que cada uno muestra, el valor promedio sera 7 con una

desviacion estandar de 2.69.






Distribucion de probabilidad
continua



* Una diferencia fundamental entre las variables aleatorias discretas y
las variables aleatorias continuas es como se calculan las
probabilidades. En las variables aleatorias discretas la funcion de
probabilidad f(x) da la probabilidad de que la variable aleatoria tome
un valor determinado. En las variables aleatorias continuas, la
contraparte de la funcion de probabilidad es |la funcién de densidad
de probabilidad, que también se denota f(x).



* La diferencia esta en que la funcion de densidad de probabilidad no
da probabilidades directamente. Si no que el area bajo la curva de f(x)
gue corresponde a un intervalo determinado proporciona Ia
probabilidad de que la variable aleatoria tome uno de los valores de
ese intervalo. De manera que cuando se calculan probabilidades de
variables aleatorias continuas se calcula |la probabilidad de que la
variable aleatoria tome alguno de los valores dentro de un intervalo.



Distribucion de probabilidad uniforme

* Considera una variable aleatoria x que representa el tiempo de vuelo
de un avion que viaja de Chicago a Nueva York. Supon que el tiempo
de vuelo es cualquier valor en el intervalo de 120 minutos a 140
minutos. Dado que la variable aleatoria x toma cualquier valor en este

intervalo, x es una variable aleatoria continua y no una variable
aleatoria discreta.



* Cuentas con datos suficientes como para concluir que la probabilidad
de que el tiempo de vuelo esté en cualquier intervalo de 1 minuto es
el mismo que la probabilidad de que el tiempo de vuelo esté en
cualquier otro intervalo de 1 minuto dentro del intervalo que va de
120 a 140 minutos. Como cualquier intervalo de 1 minuto es igual de

probable, se dice que |a variable aleatoria x tiene una distribucion de
probabilidad uniforme.



* La funcion de densidad de probabilidad que define la distribucion
uniforme de la variable aleatoria tiempo de vuelo, es:

1/20 para 120 = x = 140

0 en cualquier otro caso

fx) = {



FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD UNIFORME

1 paraa=x=b>»
fx)={b—a

0 en cualquier otro caso




fx)

125 130
Tiempo de vuelo en minutos

135




e Como se hizo notar anteriormente, en el caso de una variable
aleatoria continua, solo se considera |la probabilidad en términos de |a
posibilidad de que la variable aleatoria tome un valor dentro de un
determinado intervalo.



* En el ejemplo del tiempo de vuelo, una pregunta aceptable acerca de
una probabilidad es: éCual es |la probabilidad de que el tiempo de
vuelo se encuentre entre 120 y 130 minutos? Es decir, écual es P(120
<x<130)?



f )

P(120 =< x < 130) = Area = 1/20(10) = 10/20 = 0.50
I |

20 *

— 10 -

| 1
/\/ 120 125 130 135 140
Tiempo de vuelo en minutos




 Dada la distribucion uniforme del tiempo de vuelo y usando la
interpretacion de area como probabilidad es posible contestar
cualquier pregunta acerca de |la probabilidad de los tiempos de vuelo.

Por ejemplo, éicual es la probabilidad de un tiempo de vuelo entre
128 y 136 minutos?



 Dos diferencias importantes sobresalen entre el
tratamiento de una variable aleatoria continua y el
tratamiento de una variable aleatoria discreta.

* Ya no se habla de la probabilidad de que una variable
aleatoria tome un determinado valor. Se habla de Ia
probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor
dentro de un intervalo dado.

* La probabilidad de que una variable aleatoria continua
tome un valor dentro de un determinado intervalo que va
de x1 a x2 se define como el area bajo la grafica de la
funcion de densidad de probabilidad entre x1 y x2. Como
un solo punto es un intervalo cuyo ancho es cero, esto
implica que la probabilidad de que una variable aleatoria
continua tome un valor exacto, cualquiera, es cero. Esto
también significa que en cualquier intervalo la probabilidad
de que una variable aleatoria continua tome un valor es Ia
misma, ya sea que se incluyan o no los extremos del
intervalo.



Distribucion de probabilidad normal

* La distribucion normal tiene gran cantidad de aplicaciones practicas,
en las cuales |la variable aleatoria puede ser el peso o la estatura de
las personas, puntuaciones de examenes, resultados de mediciones
cientificas, precipitacion pluvial u otras cantidades similares.






* Las siguientes son observaciones importantes acerca de las
caracteristicas de las distribuciones normales.

1. Toda la familia de distribuciones normales se diferencia por medio de dos
parametros: la media n vy la desviacion estandar o.

2. El punto mas alto de una curva normal se encuentra sobre la media, la cual
coincide con la mediana y la moda.

3. La media de una distribuciéon normal puede tener cualquier valor: negativo,
positivo o cero. A continuacion se muestran tres distribuciones normales
gue tienen la misma desviacion estandar, pero diferentes medias. (-10, 0y
20).






La distribucion normal es simétrica, siendo la forma de la curva normal al
lado izquierdo de la media, la imagen especular de la forma al lado derecho
de la media. Las colas de |la curva normal se extienden al infinito en ambas
direcciones y en teoria jamas tocan el eje horizontal. Dado que es simétrica,
la distribucion normal no es sesgada; su sesgo es cero.

La desviacion estandar determina qué tan plana y ancha es la curva normal.
Desviaciones estandar grandes corresponden a curvas mas planas y mas
anchas, lo cual indica mayor variabilidad en los datos. A continuacién se
muestran dos curvas normales que tienen la misma media pero distintas
desviaciones estandar.






Las probabilidades correspondientes a |la variable aleatoria normal se dan
mediante areas bajo la curva normal. Toda el area bajo la curva de una
distribucion normal es 1. Como esta distribucion es simétrica, el area bajo
la curva y a la izquierda de la media es 0.50 y el area bajolacurvayala
derecha de |la media es 0.50.

Los porcentajes de los valores que se encuentran en algunos intervalos

comunmente usados son:

a) 68.3% de los valores de una variable aleatoria normal se encuentran mas o menos una
desviacion estandar de la media.

b) 95.4% de los valores de una variable aleatoria normal se encuentran mas o menos dos
desviaciones estandar de la media.

c) 99.7% de los valores de una variable aleatoria normal se encuentran mas o menos tres
desviaciones estandar de la media.






e Como ocurre con otras variables aleatorias continuas, los calculos de
la probabilidad en cualquier distribucion normal se hacen calculando
el area bajo la grafica de |la funcion de densidad de probabilidad. Por
tanto, para hallar la probabilidad de que una variable aleatoria normal
esté dentro de un determinado intervalo, se tiene que calcular el area
gue se encuentra bajo la curva normal y sobre ese intervalo.



* Los tres tipos de probabilidades que se necesitan calcular son: (1) la
probabilidad de que la variable aleatoria normal estandar z sea menor
o igual que un valor dado; (2) la probabilidad de que z esté entre dos
valores dados, y (3) la probabilidad de que z sea mayor o igual que un
valor dado.



* Se va a calcular |a probabilidad de que z sea menor o igual a 1.00; es
decir P(z £ 1.00). Esta probabilidad acumulada es el area bajo la curva
normal a la izquierda de z = 1.00 como se muestra en la grafica
siguiente.
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* Parailustrar el segundo tipo de calculo de una probabilidad se
muestra como calcular la probabilidad de que z esté en el intervalo
entre -0.50y 1.25; esto es, P(-.50 <z <1.25). En la grafica siguiente se
muestra esta area o probabilidad.



P(-0.50 =z=<1.25)

P(z <-0.50)

-0.500 1.25




* Para calcular esta probabilidad son necesarios tres pasos. Primero, se
encuentra el area bajo la curva normal a la izquierda de z = 1.25.
Segundo, se encuentra el area bajo la curva normal a la izquierda de z
=-0.50. Por ultimo, se resta el area a la izquierda de z=-0.50 del area
a laizquierda de z=1.25 y se encuentra, P(-0.50 < z £ 1.25).
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e calcular la probabilidad de que la variable aleatoria normal estandar
se encuentre a no mas de una desviacion estandar de la media; es
decir, P(-1.00 <z <1.00)



Tabla de valores de probabilidad acumulada (¢) para la Distribucion Normal Estandar
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STANDARD NORMAL TABLE (2)

Entries in the table give the area under the curve
between the mean and z standard deviations above
the mean. For example, for z = 1.25 the area under
the curve between the mean (0) and z is 0.3944.

0.00 |

0.01 |

0.02 |

003| 004 005 006/ 007 008| 0.0

0.0000
0.0398
0.0793
0.1179
0.1554
0.1915
0.2257
0.2580
0.2881
0.3159
0.3413
0.3643
0.3849
0.4032
0.4192
0.4332
0.4452
0.4554
0.4641
0.4713
0.4772
0.4821
0.4861
0.4893
0.4918
0.4938
0.4953
0.4965
0.4974
0.4981
0.4987
0.4990
0.4993
0.4995
0.4997

0.0040
0.0438
0.0832
0.1217
0.1591
0.1950
0.2291
0.2611
0.2910
0.3186
0.3438
0.3665
0.3869
0.4049
0.4207
0.4345
0.4463
0.4564
0.4649
0.4719
0.4778
0.4826
0.4864
0.4896
0.4920
0.4940
0.4955
0.4966
0.4975
0.4982
0.4987
0.4991
0.4993
0.4995
0.4997

0.0080
0.0478
0.0871
0.1255
0.1628
0.1985
0.2324
0.2642
0.2939
0.3212
0.3461
0.3686
0.3888
0.4066
0.4222
0.4357
0.4474
0.4573
0.4656
0.4726
0.4783
0.4830
0.4868
0.4898
0.4922
0.4941
0.4956
0.4967
0.4976
0.4982
0.4987
0.4991
0.4994
0.4995
0.4997

0.0120 0.0160 0.0190 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359
0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141
0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549
0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852
0.2969 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389
0.3485 0.3508 0.3513 0.3554 0.3577 0.3529 0.3621
0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830
0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015
0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319
0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441
0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633
0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706
0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767
0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817
0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916
0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936
0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952
0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974
0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986
0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990
0.4991 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 0.4993 0.4993
0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4995 0.4995 0.4995
0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4997
0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4998




* Para ilustrar como se calcula el tercer tipo de probabilidad, suponga
qgue desea calcular la probabilidad de tener un valor z mayor o igual a
1.58; es decir, P(z > 1.58). El valor en el renglon z = 1.5, columna 0.08

de la tabla normal acumulada es 0.9429; por tanto, P(z 2 1.58) =

0.9429. Pero, como toda el area bajo la curva normal es 1, P(z > 1.58)

= 1 - 0.9429 = 0.0571. En la figura siguiente se muestra esta
probabilidad.



P(z < 1.58) =0.9429

P(z = 1.58)
= 1.0000 - 0.9429 = 0.0571







El problema de la empresa Grear Tire

* Para una aplicacion de la distribucion de probabilidad normal,
suponga que Grear Tire Company ha fabricado un nuevo neumatico
qgue sera vendido por una cadena nacional de tiendas de descuento.
Como este neumatico es un producto nuevo, los directivos de Grear
piensan que la garantia de duracion sera un factor importante en la
aceptacion del neumatico. Antes de finalizar la pd6liza de garantia, los
directivos necesitan informacion probabilistica acerca de x = duracion
del neumatico en numero de millas.



* De acuerdo con las pruebas realizadas al neumatico, los ingenieros de
Grear estiman que la duracion media en millas es u = 36 500 millas y
qgue la desviacion estandar es o = 5000. Ademas, los datos recogidos
indican que es razonable suponer una distribucion normal. éQué
porcentaje de los neumaticos se espera que duren mas de 40 000
millas? En otras palabras, écual es la probabilidad de que la duracion
de los neumaticos sea superior a 40 0007?



P(x < 40 000) o = 5000

P(x =40 000) =7

L X
40000
u = 36500
| I z
0 0.70
Nota: z = 0 corresponde / ~ Nota: z = 0.70 corresponde

ax=u=36500 ax =40 000



* Ahora suponga que Grear esta considerando una garantia que dé un
descuento en la sustitucion del neumatico original si éste no dura lo
gque asegura la garantia. ¢Cual debera ser la duracion en millas
especificada en |la garantia si Grear desea que no mas de 10% de los
neumaticos alcancen la garantia?
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